PYTHAGORAS

und kein Ende

9. Juli 1998



Kapitel 1

Dem ersten Beweis auf der Spur

Die Aussage dieses Lehrsatzes war lange vor der Zeit des Pythagoras bekannt. Daher
verwundert es schon, dass der Lehrsatz dann ausgerechnet nach Pythagoras benannt
wurde. Hier kommt einem das géingige Bonmot in den Sinn: Die Tatsache, dass ein
Lehrsatz in der Mathematik nach einer bestimmten Person benannt ist, gibt ein sicheres
Indiz dafiir ab, dass diese Person nichts damit zu tun hatte. Diese Auslegung trifft hier
wohl nicht zu, Pythagoras, oder genauer gesagt seine Schule, hat schon etwas mit
diesem Lehrsatz zu tun.

Den Pythagoreern wird namlich ein erster Beweis dieses Lehrsatzes zugeschrieben. Al-
lerdings ist der Beweis nicht iiberliefert, so dass sich lediglich Spekulationen iiber seine
Art anstellen lassen. In dem 1870 erschienenen Buch Die Geometrie und die Geome-
ter vor Euklides Bret vermutet der Gymnasialprofessor Carl Anton BRETSCHNEIDER
(1808 - 1878) aus Gotha, dass der Beweis durch ein vergleichendes Betrachten folgender
Figuren gefiihrt wurde:

Bretschneider nennt aber weder eine antike noch eine zeitgentssische Quelle. Es handelt
sich hierbei um einen sog. Erganzungsbeweis. Die beiden Quadrate mit den Seitenldngen
a bzw. b sowie das Hypotenusenquadrat (Seitenlédnge ¢) werden durch Hinzufiigen von je
vier kongruenten rechtwinkligen Dreiecken (mit den Katheten a, b und der Hypotenuse
¢) zu jeweils einem Quadrat mit der Seitenldnge a + b ergénzt. Dabei wird die den
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Pythagoreern bekannte Tatsache verwendet, dass die Innenwinkelsumme im Dreieck
180° betragt. Somit ist gezeigt: Das Quadrat iiber der Hypotenuse ist flichengleich der
Summe der Fldchen der Quadrate iiber den Katheten

Waschkies hat nun vor ein paar Jahren Indizien aufgespiirt, die vermuten lassen, dass
eine Begriindung geméafl dieser Methode nicht erst von den Pythagoreern geleistet
wurde, sondern bereits in vorgriechischer Zeit moglich war. Die Spuren fiithren zur
altindischen bzw. arabischen Mathematik.

Vorschriften zur Herstellung von Altdren wurden in Indien in den sog. Sulbasutras
(d.h. Leitfaden zur Messkunst) schriftlich niedergelegt. Es finden sich hier auch rein
geometrische Problemstellungen, wie z.B.:

Die Vereinigung von zwei Quadraten mit verschiedenen Ausmaflen zu einem
groferen Quadrat zu bewerkstelligen.

Bei der Losung dieser Aufgabe orientierten sich die Autoren der Sulbasutras eng an
eine Variante der von Bretschneider angefiihrten Figuren.

Es ist zwar nicht bekannt, wann diese Leitfadden zur Messkunst erstmals aufgeschrieben
wurden. Aus den bei der Beschreibung der Altarkonstruktionen verwendeten Begriffen
kann man aber auf eine Datierung vor 450 v.Chr. schliefen. Da weiterhin die geometri-
schen Kenntnisse der alten Inder und der Babylonier auf einen gemeinsamen Ursprung
zuriickgehen, haben wir einen ersten Anhaltspunkt dafiir, dass den Babyloniern die
Figuren Bretschneiders oder gewisse Varianten vertraut waren.

Ein weiteres Indiz liefert der muslimische Mathematiker TABIT IBN QURRA (826/27 -
906), der aus Mesopotamien stammte und in Bagdad wirkte. Er kannte einen Beweis
des Lehrsatzes dem die Figuren des Ergénzungsbeweises zugrunde liegen. Da einige
Historiker die begriindete Ansicht vertreten, dass die mittelalterliche Mathematik der
Araber oftmals direkt an die babylonische Tradition ankniipfte, haben wir wieder eine
Spur!

Wie schon gesagt, direkte Belege fiir eine dieser Beweisvarianten in vorgriechischer Zeit
haben wir keine. Aber ganz abwegig ist eine solche Spurensuche sicher nicht.



1.1 Der Beweis aus den Elementen

Der klassische Beweis aus den Elementen des Euklid darf natiirlich nicht fehlen. Die
Beweisfigur ist einem Euklid-Kommentar des bereits erwéhnten Tabit ibn Qurra ent-
nommen, der in Bagdad wirkte.
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Solchen arabischen Ubersetzungen verdanken wir zahlreiche Kenntnisse iiber Werke der
antiken griechischen Mathematik, deren Originale bzw. deren Abschriften in der Origi-
nalsprache verschollen sind. Denn in der Spatantike und in der byzantinischen Epoche
wurden nahezu nur solche Schriften vervielfiltigt, die in den hoéheren Lehranstalten
von Alexandria, Athen und Byzanz Verwendung fanden. Die Auswahl der iiberlie-
ferten Werke erfolgte somit nach padagogischen Kriterien. Das grofie wissenschaftliche
Interesse der Araber im ausgehenden achten und neunten Jahrhundert bewahrte gliick-
licherweise viele Manuskripte mit anspruchsvoller Mathematik vor der Vergessenheit,
da in dieser Zeit Hunderte von Schriften aus allen Wissenschaften ins Arabische iiber-
setzt und zum Teil mit Kommentaren versehen wurden. Als dann in der Renaissance
das Interesse an der antiken griechischen Mathematik wieder auflammte, konnte man
auf erhaltene arabische Manuskripte zuriickgreifen.



Flache AACD = Flache ABCD
= Flache AFCA (kongruent)
= Flache AHFC

# Flache ACDE = Flache GHCF

Betrachten wir die Beweisfigur zum Pythagoras genauer. Entscheidend sind die beiden
Dreiecke AC'D und C'H F'. Man kann sich leicht iiberlegen, dass diese beiden Dreiecke
flichengleich sind. Damit ist auch die Flachengleichheit des Kathetenquadrats iiber
[AC]| und des Rechtecks CFGH klar. Analoge Uberlegungen am Kathetenquadrat
tiber [AB] vervollstandigen den Nachweis.

Ausfiihrliche Darstellung des Beweises (vgl. Elemente des Euklid, S. 32):

Sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel £ BAC. Uber [BC]
konstruieren wir das Quadrat BDEC, ber [BA] bzw. [AC] die Quadrate BAGF
bzw. ACK H. Durch A zeichnen wir die Parallele AL zu BD und verbinden die
Punkte A und D sowie F und C.




Wegen £ BAC' + £ BAG = 180° ist [AG] die Verldngerung von [C'A],
und aus £LDBC = LABF folgt: {DBA = LUBF.
Da auflerdem BA = BF und BD = BC ist, gilt:

ADBA = ACBF (sws).
Aufgrund von Proposition 41 haben wir die Gleichungen:

A(Rechteck DBML) = 2- A(ADBA),
A(Quadrat ABFG) = 2-A(ACBF).

Daher gilt:
A(Rechteck DBML) = A(Rechteck ABFG). (1.1)
Analog zeigen wir, dass
A(Rechteck ECML) = A(Quadrat ACKH). (1.2)
Aus (3.1) und (3.2) folgt die Behauptung. O
Anmerkung: Proposition 41 lautet:

Wenn ein Parallelogramm und ein Dreieck dieselbe Grundlinie
besitzen und zwischen denselben Parallelen liegen, dann hat
das Parallelogramm die doppelte Flache wie das Dreieck.

1.2 James Abram Garfield

Einen algebraischen Beweis verdanken wir James Abram GARFIELD (1831 - 1881),
dem 20. Présidenten der Vereinigten Staaten. Geboren wurde er in einer Holzhiitte,
die in der Néhe von Cleveland im Staat Ohio stand. Neben der Schule musste er
schon als Jugendlicher Geld verdienen, um seine verwitwete Mutter zu unterstiitzen.
1856 schloss er sein Studium am Williams College in Massachusetts ab und ging als
Mathematiklehrer zuriick nach Ohio an das Hiram College. Drei Jahre spater wurde
er Mitglied des Senats von Ohio.




Bei Ausbruch des nordamerikanischen Biirgerkriegs im Jahr 1861 meldete Garfield sich
freiwillig fiir den Dienst in der Armee der Nordstaaten und stieg schnell auf bis zum
General. Es dréngte ihn aber in die Politik. Noch wéhrend des Krieges wurde er 1863
fiir die Republikaner in den Kongress gewéhlt. 1880 wurde er Senator von Ohio, nahm
aber nie seinen Platz im Senat ein, da er fiir die Présidentschaft nominiert wurde.
Das Préasidentenamt trat er am 4. Méarz 1881 an. Letztendlich meinte es das Schicksal
aber doch nicht gut mit ihm. Am 2. Juli 1881 wurde er im Bahnhof von Washington
niedergeschossen. Der Téter war ein gewisser Charles J. GUITEAU, der sich erfolglos um
einen Posten im Présidentenbiiro beworben hatte. Der tédlich verwundete Prasident
lebte noch den Sommer iiber, starb aber schliefllich am 19. September 1881.

Im Jahr 1876, als Garfield Kongressabgeordneter war, entdeckte er einen interessanten
Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes, der im New FEngland Journal of Education
abgedruckt wurde.
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Zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke werden so aneinandergesetzt, dass zwei un-
terschiedliche Katheten auf einer Geraden liegen (siehe Figur). Wir ergénzen diese
Konfiguration zu einem Trapez. Die Idee des Beweises liegt darin, die Flidche des Tra-
pezes auf zwei verschiedene Arten zu berechnen. Einmal mit Hilfe der Formel fiir den
Flacheninhalt des Trapezes, das andere Mal als Summe der Flacheninhalte der drei
rechtwinkligen Dreiecke, aus denen sich das Trapez zusammensetzt. Damit erhalten
wir:

b 1
Apy = a; (a+b) = (@ + 1+ 2a)
ab ¢ ab = =a 4V
ATT = AA1+AA2+AA3 = 54—54—5

O

Auf den ersten Blick ist man von Garfields Beweisidee vielleicht verbliifft. Wie kam er
wohl auf die Idee, die beiden kongruenten rechtwinkligen Dreiecke auf die gezeigte Art
aneinanderzusetzen und zu einem Trapez zu ergédnzen?



Ein zweiter Blick und (oder) etwas Nachdenken liiften das Geheimnis. So aulergewohn-
lich wie zunéchst angenommen ist dieser Einfall gar nicht. Wir kennen néamlich be-
reits die Garfield-Konfiguration, genauer gesagt, die Garfield-Konfiguration in einer
erweiterten Form. Wir miissen uns nur an den Ergidnzungsbeweis erinnern, der nach
Bretschneider auf die Pythagoreer zuriickgeht. Hier haben wir u.a. das Hypotenusen-
quadrat betrachtet, das durch vier kongruente rechtwinklige Dreiecke zu einem gréferen
Quadrat ergédnzt wird.

L1 []

Zeichnen wir in das Hypotenusenquadrat eine Diagonale ein und zerschneiden die Ge-
samtkonfiguration ldngs dieser Diagonale, so erhalten wir die Garfield-Konfiguration,
und zwar gleich zweimal.

Vielleicht lie} sich Garfield auf die gezeigte Art von dem antiken Beweis inspirieren.
Durch seinen andersartigen, konstruktiven Zugang hat er — bewusst oder unbewusst —
die Quelle “verschleiert”.

Die Garfield-Konfiguration eignet sich aber nicht nur fiir einen Beweis des Satzes von
Pythagoras. Sie liefert auch, geringfiigig modifiziert, eine Beweisvariante fiir das Addi-
tionstheorem der Sinus-Funktion.



Anstelle der beiden kongruenten rechtwinkligen Dreiecke betrachten wir zwei recht-
winklige Dreiecke mit der Hypotenusenlange 1 und spitzen Winkeln 6 und ¢ bei A.

B

sind

N

C  cosd A cose D

Die Fléache der drei Dreiecke ist gleich der Flache des Trapezes BCDE, d.h.

Anapc + Apaes + Aaape = Arpy.

Wegen sin({EAB) = sin(180° — (§ +¢)) = sin(é + ¢) erhalten wir:
1. 1. 1. 1 : :
5 sind cos § + 5 sin(d +¢) + 5 sinecose = 5(008(5 + cose)(sind + sine).

Ausmultiplizieren und vereinfachen liefert das Additionstheorem

sin(d 4+ €) = sind cos e + cos I sine.

Garfield war iibrigens nicht der einzige amerikanische Préasident, der sich mit Mathe-
matik beschéftigte. Von Abraham LINCOLN (1809 - 1865) weifl man, dass er sich als
Jurastudent, um sein logisches Denkvermogen zu schulen, intensiv mit den Elementen
des Euklid befasste. In einer autobiographischen Skizze erinnerte er sich spéter (zitiert
nach Dunh):

I said, “Lincoln, you can never make a lawyer if you do not understand what
demonstrate means”; and I left my situation in Springfield, went home to
my father’s house, and stayed there till I could give any proposition in the
six books of Euclid at sight. I then found out what ‘demonstrate’ means,
and went back to my law studies.

Zu dieser beachtlichen Leistung kann man Lincoln gratulieren, denn die Biicher I bis
VI enthalten eine ansehnliche Anzahl von Propositionen, insgesamt sind es 173.

Garfield und Lincoln hatten dasselbe gewaltsame Ende, sie wurden beide erschossen.
Mag dies der Grund sein, warum sich amerikanische Prasidenten nicht mehr mit Ma-
thematik befassen?



Kapitel 2

Verallgemeinerungen

Das Bemiihen um Verallgemeinerung ist ein charakteristisches Merkmal mathemati-
schen Denkens und wie viele berithmte und weniger bekannte Ergebnisse der Mathe-
matik hat auch der Lehrsatz des Pythagoras zahlreiche Erweiterungen erfahren.

2.1 Ahnliche Figuren iiber den Seiten

Bei unseren Spekulationen zur Entstehungsgeschichte des Lehrsatzes des Pythagoras
hatten wir auch den Fall betrachtet, dass gleichseitige Dreiecke iiber den Seiten des
rechtwinkligen Dreiecks errichtet werden. Es miissen also nicht unbedingt Quadrate
sein. Die Aussage des Satzes ist aber nicht auf diese beiden speziellen regelméfligen
Vielecke beschrinkt. Sie gilt auch dann, wenn die Figuren iiber den Seiten des recht-
winkligen Dreiecks lediglich d&hnlich zueinander sind.

Was versteht man unter Ahnlichkeit von Figuren? Wir nennen zwei Figuren #hnlich,
wenn sie sich nur in ihrer Grofle, nicht aber in ihren Winkeln und Seitenverhéltnis-
sen unterscheiden. Diese Definition ldsst sich auch auf krummlinig begrenzte Figuren
ausdehnen. Wird eine Figur um den Faktor k vergréflert, dann dndert sich ihr Flachen-
inhalt um den Faktor k2.

C




Sind A,, A, A, die Flacheninhalte der dhnlichen Figuren iiber a, b, ¢, dann gilt:
A, ayo Ay b

Fa _ Qo _ (92
A. (c) T A (c) '
Daraus folgt: o
Aa+Ab: |:(g)2+(§)2:| AC: - —Zb Ac:Aca
c c c

da ABC rechtwinklig ist.
Damit erhalten wir ein Ergebnis, das sich bereits in den Elementen des Euklid (Buch
VI, 31) findet:

Zeichnet man iiber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks dhnliche Figu-
ren, dann ist die Summe der Flédcheninhalte der Figuren iiber den Katheten
gleich dem Flacheninhalt {iber der Hypotenuse.

Zu den einfachsten krummlinig begrenzten Figuren, auf die obiges Ergebnis angewendet
werden kann, gehort der Halbkreis.
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Klappen wir den Halbkreis unter der Hypotenuse nach oben, so erhalten wir eine
bekannte Konfiguration, die sog. Mondchen des Hippokrates.

- N

[

.

\

Ohne Miihe kann man zeigen (dies ist keine der iblichen Floskeln in Mathematikbiichern,
sondern entspricht der Tatsache), dass die Fléche des Dreiecks ABC' gleich der Summe
der Fldchen der beiden schraffierten “Mondchen” ist. Damit gelang erstmals in der
Mathematik die Quadratur einer krummlinig begrenzten Figur, d.h. die Uberfithrung
einer krummlinig begrenzten Figur in eine flichengleiche geradlinig begrenzte.

In der Geometrie verstehen wir unter einem Mond eine Figur, die von zwei Kreishogen
mit unterschiedlichen Radien begrenzt wird. Auf diese Figur wird man im Zusammen-
hang mit Untersuchungen zur Quadratur des Kreises gestofien sein. Wir beginnen mit
einem Halbkreis, der einem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck umbeschrieben ist.
Uber der Hypotenuse konstruieren wir einen Kreisbogen, der dhnlich zu dem Kreisbo-
gen iiber den Katheten ist.
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Es gilt nun: Die Fliache des Quadrats AM BC' ist doppelt so grofi wie die des schraf-
fierten Mondes (Kreisbogenzweieck AB).

2.1.1 Exkurs: Die klassischen Probleme der Antike

Der Erfolg bei den Mond-Quadraturen mag der Grund sein, warum die antiken Wissen-
schaftler (und nicht nur diese) glaubten, auch die Quadratur des Kreises durchfiihren
zu konnen. Diese Problemstellung ist zusammen mit der Dreiteilung eines bliebigen
Winkels und der Verdoppelung des Wiirfels unter dem Namen klassische Probleme der
Antike in die Literatur eingegangen. Die intellektuelle Herausforderung dieser Probleme
lag an der ‘Nebenbedingung’, dass diese Aufgaben geméafl den klassischen Konstrukti-
onsvorgaben nur mit Zirkel und Lineal gelost werden durften.

Das Lineal darf dabei nur verwendet werden zum Zeichnen einer Geraden unbestimm-
ter Lange durch zwei gegebene verschiedene Punkte und der Zirkel nur zum Zeichnen
eines Kreises mit gegebenem Mittelpunkt durch einen zweiten gegebenen Punkt. Der
Grund fiir die Bevorzugung von Zirkel und Lineal mag gewesen sein, dass Kreise und
Geraden als die geometrischen Gebilde mit der grofiten Vollkommenheit und Harmonie
angesehen wurden. Unter dem Einfluss der Philosophie Platons wurde die Geometrie
zu einem vornehmen und &sthetisch vollkommenen Denksport. Die Verwendung eines
Lineals mit Mafleinteilung, von Zeichendreiecken oder anderer Hilfsmittel wére schon
verdéchtig nahe bei handwerklicher Tétigkeit und daher nicht diskutabel. So verwun-
dert es nicht, dass in spéterer Zeit diese Festlegung der Konstruktionsregeln Platon
zugeschrieben wurde. Dies behauptet beispielsweise PAPPOS von Alexandria, der et-
wa 600 Jahre nach Platon lebte. Aus Platons Schriften selbst ist mir allerdings kein
Hinweis auf diese Einschrankung der Konstruktionsmittel bekannt. Somit kann Platon
fairerweise nicht als Buhmann von Generationen von Schiilern herangezogen werden,
die wegen “seiner” Spielregeln viel Schweifl vergossen haben.

Die Beschéftigung mit diesen drei klassischen Problemen lieferte in der Folgezeit be-
deutende Beitrige zur Entwicklung der Geometrie. Denn die antiken Wissenschaftler
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fanden z.T. brillante Losungen, allerdings bendttigten sie zusétzliche, also ‘verbotene’
Hilfsmittel, was sie aber keineswegs zu storen schien. Dazu gehorten u.a. zahlreiche
hohere Kurven wie z.B. Konchoide, Cissoide, Quadratrix, die bei diesen Losungsversu-
chen entdeckt und verwendet wurden.

Klassische Probleme der Antike

e Verdoppelung des Wiirfels (d.h. zu einem gegebenen Wiirfel
soll ein Wiirfel mit doppeltem Volumen konstruiert werden,
auch delisches Problem genannt).

e Dreiteilung eines beliebigen gegebenen Winkels.

e Quadratur des Kreises (d.h. zu einem gegebenen Kreis soll ein
flichengleiches Quadrat konstruiert werden).

Auch in spéteren Jahrhunderten befassten sich immer wieder bedeutende Mathemati-
ker (z.B. R. Descartes) und berithmte Kiinstler (z.B. A. Diirer) mit diesen Problemen.
Aber auch mathematische Laien wurden aktiv. Die Popularitit der drei antiken Auf-
gabenstellungen verdeutlicht ein Beschluss der Pariser Akademie aus dem Jahr 1775:

“L’Académie a pris, cette année, la résolution de ne plus éxaminer aucune
solution des problemes de la duplication du cube, de la trisection de I'angle
ou de la quadrature du cercle, ni aucune machine annoncée comme un
mouvement perpétuel.”

Nachdem im Laufe der Jahrhunderte keine Losungen mit Zirkel und Lineal allein ge-
funden wurden, fragte man nun umgekehrt: Lésst sich vielleicht die Unmoglichkeit
dieser Losungen nachweisen? Ein Fiinkchen Hoffnung keimte allerdings nochmals fiir
eine eventuelle Losbarkeit auf. Denn 1796 bewies der 18-jahrige C.F. Gauss, dass das
regelméBige 17-Eck mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann. Dies war eine Sen-
sation, denn auch an diesem Problem versuchte man sich seit Jahrhunderten vergebens.
Gauss enthiillte bislang versteckte Krifte, die den Zirkel-und-Lineal-Konstruktionen in-
ne wohnten. Mussten dann nicht auch die drei klassischen Probleme zu knacken sein?
Die Antwort lautet nein, aber darauf musste man noch etwa 40 bzw. 85 Jahre warten.

Warum durchschaute man im 19. Jahrhundert die Losbarkeit bzw. Unlosbarkeit solcher
Probleme, wiahrend Generationen von Wissenschaftlern seit der Antike daran geschei-
tert waren? Der eigentliche Grund dafiir liegt im Ubergang von der rein geometrischen
Behandlung geometrischer Probleme zur algebraischen Behandlung dieser Probleme.
Mit den Fortschritten in der Theorie der algebraischen Gleichungen begann man auch
algebraische Kriterien fiir die Losbarkeit einer Konstruktionsaufgabe mit Zirkel und
Lineal aufzustellen. Insbesondere zwei Mathematiker lieferten dazu grundlegende Bei-
triage: Carl Friedrich GAUSs (1777 - 1855) und Evariste GALOIS (1811 - 1832).
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Die klassischen Probleme der Antike sind — wohl wegen ihrer leicht zu verstehenden
Aufgabenstellung — auch heute noch bei Amateurmathematikern sehr beliebt. Auf die-
sen an sich sehr erfreulichen Umstand fallen aber dunkle Schatten, da mathematischen
Laien meist nur sehr schwer oder iiberhaupt nicht plausibel zu machen ist, dass die
Unlosbarkeit dieser geometrischen Probleme mit Hilfe algebraischer Methoden ldngst
bewiesen ist. Wiirfelverdoppler, Kreisquadrierer und insbesondere Trisektierer sind der
Schrecken vieler mathematischer Institute. Der Hinweis auf Pierre Laurent WANTZEL
(1814 - 1848), der 1837 ecinen Beweis iiber die Unmoglichkeit der Winkeldreiteilung
und der Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal veroffentlichte, niitzt gar nichts.

Journal de mathématiques pures et appliquées, Vol. 2, 1837,
S. 366 - 372:

“Recherches sur les moyens de reconnaitre si un Probleme de
Géométrie peut se résoudre avec le regle et le compas.”

Auch der Transzendenzbeweis von 7 durch Ferdinand LINDEMANN (1852 - 1939) hélt
keinen echten Kreisquadrierer von seinem heroischen Feldzug gegen das in seinen Augen
die Wahrheit nicht sechen wollende mathematische Establishment ab. Ubrigens schreibe
ich hier ganz bewusst die méannliche Form Trisektierer bzw. Quadrierer, denn Damen
sind mir bislang bei diesen Tétigkeiten noch nicht begegnet. Was mag der Grund sein?
Beschiiftigen sich Damen in ihrer Freizeit nicht mit mathematischen Fragestellungen?
Das wire eine sehr bedauerliche Entwicklung, zumal es bereits z.B. in England im
18. und 19. Jahrhundert eine Frauenzeitschrift gab, die sich ausschlieSlich mathema-
tischen Unterhaltungs- und Knobelaufgaben widmete. The Lady’s Diary or Woman’s
Almanach versprach seinen Leserinnen: “... The cultivation of your minds will increase
your attractiveness.” Vielleicht hat die Bildung des Verstandes bei den Damen schon
so weit gefiihrt, dass sie ein ausgepriagteres Gespiir als Méanner fiir die Unterscheidung
von sinnvollen und nicht sinnvollen Betédtigungen haben.
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2.1.2 Hippokrates von Chios

Mit dem Problem der Wiirfelverdoppelung hatte sich u.a. auch unser Méndchenqua-
drierer HIPPOKRATES VON CHIOS (um 450 v.Chr.) beschéftigt. Er fiihrte diese Aufga-
benstellung iiber in ein dquivalentes Problem, ndmlich die Bestimmung zweier mittlerer
Proportionalen zu zwei gegebenen Streckenldngen. Die Losung wurde damit allerdings
nicht gerade wesentlich vereinfacht. Archytas von Tarent und Menaichmos griffen ei-
nige Jahrzehnte spéter diese Idee auf und kamen so zu Losungen, die aber wiederum
die Spielregeln verletzten. Historisch bedeutsam ist vor allem, dass MENAICHMOS (um
360 v.Chr.) in diesem Zusammenhang die Kegelschnitte entdeckte. Diese Kurven mit
ihren zahlreichen praktischen Anwendungen haben also ihren Ursprung in theoreti-
schen Uberlegungen. Auch wurden sie nicht, wie der Name vermuten lisst, zuerst als
Schnitte eines Kegels mit einer Ebene gefunden. Ob Menaichmos bereits alle drei Ke-
gelschnitte kannte, ist nicht mehr nachweisbar. Aber zumindest Hyperbel und Parabel
hat er bei seiner Beschéftigung mit der Wiirfelverdoppelung gefunden. Platon konnte
diesen Losungen nichts abgewinnen. Er sagte veréchtlich: “Diese sind nichttheoretische
Methoden und zerstéren das Gute in der Geometrie.” — Diese Einstellung erinnert in
der Tendenz an das Verhalten etlicher Mathematiker zu dem Beweis des Vierfarben-
theorems mit Hilfe des Computers. — Die Namen fiir die einzelnen Kegelschnitte prégte
erst iiber 100 Jahre spiater APOLLONIUS VON PERGE (ca. 260 - 190 v.Chr.).

In seinem Kommentar zum 1. Buch der FElemente des Euklid bezeichnet Proklos den
Hippokrates als Verfasser eines Flementarbuches. Das muss ein Sammelwerk geometri-
scher Ergebnisse, eine Art Lehrbuch, gewesen sein. Obwohl keine Abschriften erhalten
blieben, ldsst sich aus Hinweisen und Zitaten anderer Autoren (z.B. Aristoteles, Eude-
mos) erschliefen, dass es inhaltlich etwa den Stoff der ersten vier Bénde der Elemente
umfasste. Dies mag auch der Grund sein, warum in spéterer Zeit keine Abschriften
mehr angefertigt wurden, da mit Euklids Werk ein viel umfassenderes Kompendium
zur Verfiigung stand.

Biographische Angaben zu Hippokrates von Chios sind nur spérlich iiberliefert, genaue
Lebensdaten iiberhaupt nicht. Man weifl lediglich, dass er zunichst Kaufmann war
und um 450 v.Chr. seine Heimat Chios (eine Insel in der Agiis vor der kleinasiatischen
Kiiste) verlie, um nach Athen zu gehen. Aristoteles berichtet, dass er sein gesamtes
Geld in Byzantium durch einen Betrug verlor; anderen Quellen zufolge wurde er von
Piraten ausgeraubt. Diesen Schicksalsschlag hat er aber nie bedauert, im Gegenteil,
er nahm ihn als Anlass, sich dem Studium der Geometrie zu widmen (weil er nichts
mehr zu verlieren hatte?!). Aristoteles halt ihn fiir weniger scharfsinnig als Thales. Seit
dessen Tod, also seit etwa 150 Jahren, hatte die Geometrie inhaltlich und methodisch
grofle Fortschritte gemacht. Bei Hippokrates finden wir Ergebnisse aus vielen Bereichen
der ebenen Geometrie: Kongruenz, Ahnlichkeit, Verhiltnisse von Flichen, Satz des
Pythagoras und verwandte Lehrsiatze, Winkel an Kreisen sowie Konstruktionsaufgaben
(Halbierung von Strecke und Winkel, Errichten einer Senkrechten, Fillen des Lotes
w.d.).
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Unsere Kenntnisse iiber die Mondquadraturen des Hippokrates verdanken wir dem
neuplatonischen Philosophen SIMPLIKIOS, der im 6. Jahrhundert nach Christus lebte.
Nach Schlieung der Athener Akademie im Jahre 529 ging er zunéchst nach Persien,
kehrte aber 533 nach Athen zuriick. Seine Kommentare zu den Werken des Aristoteles
(wahrscheinlich um 530 entstanden) enthalten viele wichtige historische Angaben. Sim-
plikios behauptet, dass er sein Wissen iiber Hippokrates aus der (verloren gegangenen )
Geschichte der Geometrie des EUDEMOS VON RHODOS (um 320 v.Chr.) entnommen
habe, mit Ausnahme einiger aus den Elementen iibernommener Zusétze.

Bekannter als unser Hippokrates von Chios ist ohne Zweifel sein Zeitgenosse, der Arzt
HIipPOKRATES VON KOs (ca. 460 - ca. 370 v.Chr.). Von ihm kénnen wir uns sogar ein
Bild machen, auch wenn an der rémischen Marmorkopie einer griechischen Herme aus
dem vierten Jahrhundert v.Chr. die Zeit nicht ganz spurlos voriiber gegangen ist.

Hippokrates von Kos gilt als Begriinder der Medizin als Erfahrungswissenschaft auf
Grund von Beobachtungen und der Beschreibung der Krankheitssymptome. Die hip-
pokratische Medizin riickte ganz bewusst von einer religiosen oder magischen Krank-
heitsauffassung ab und betonte die hohe ethische Verantwortung &rztlichen Handelns.
Die ethischen Leitsétze des Hippokrates haben noch immer Giiltigkeit, sie dienten dem
heutigen Arztegelobnis als Vorbild. Wie Chios ist auch Kos eine Insel in der Agiis,
siidlich von Samos der Kiiste vorgelagert. Der auf Chios angebaute Wein soll im Ver-
gleich zu dem von Kos der bessere sein, was natiirlich fiir den guten Geschmack der
Mathematiker spricht.
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2.2 Pappos — zweifach verallgemeinert

Ein bedeutendes Sammelwerk der antiken Mathematik stammt aus der Feder des PAP-
POS VON ALEXANDRIA (um 300 n.Chr.; als einziger konkreter Anhaltspunkt fiir seinen
Lebenszeitraum dient eine Sonnenfinsternis, deren Eintreten er fiir das Jahr 320 n.Chr.
in einem Kommentar zum Almagest des Ptolemaios berechnete). Seine Mathematische
Sammlung (griech.: Synagoge) besteht aus acht Teilen (Biichern), wobei unterschiedli-
che mathematische Gebiete betrachtet werden. Es besteht die Vermutung, dass Pappos
diesen kommentierten Fiihrer durch die héhere Mathematik nicht selbst zusammenge-
stellt hat, sondern dass nach seinem Tod ein Nachlassverwalter auf diese Weise ein
Verlorengehen der vorhandenen Aufzeichnungen verhindern wollte. Diese Absicht ist
auch fast gegliickt, lediglich Buch I und ein Teil des zweiten Buches sind nicht mehr
erhalten. Die Pappos’sche Sammlung, die letzte herausragende Abhandlung der antiken
Mathematik, erweist sich als eine wichtige Quelle fiir die Geschichte der Mathematik.
So werden zum Beispiel in Buch III die uns aus Abschnitt 5.1 bereits vertrauten drei
klassischen Probleme der Antike beschrieben und etliche Losungen unter Zuhilfenahme
hoherer Kurven vorgestellt. Ohne Begriindung behauptet Pappos, dass diese Aufgaben
nicht mit Zirkel und Lineal 16sbar seien. Auf den fehlenden Nachweis musste man, wie
wir bereits wissen, noch bis zum 19. Jahrhundert warten.

Aber nicht nur Leistungen anderer Autoren wurden in der Sammlung beriicksichtigt; es
finden sich hier auch etliche eigene Beitrage des Pappos, insbesondere Erweiterungen
und Verallgemeinerungen bekannter Ergebnisse. Dazu gehort auch eine Verallgemeine-
rung des Pythagoras in Buch IV. Pappos verallgemeinert gleich auf zweifache Weise.
Das bei Pythagoras rechtwinklige Dreieck ersetzt er durch ein beliebiges Dreieck und
die Quadrate durch Parallelogramme.

ABC ist ein beliebiges Dreieck und ACC'A" bzw. BB'C"”C sind beliebige
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Parallelogramme iiber den Seiten [AC| bzw. [BC]. Die Geraden A’C" und
B'C" schneiden sich in S. Wir zeichnen [AA”] und [BB”| parallel zu [SC]

und gleichlang wie [SC].

N
N
N 7
o C

A7
B?

A” B”

Dann ist die Fliache des Parallelogramms AA” B” B gleich der Summe der
Fliachen der Parallelogramme ACC’'A" und BB'C"C.

Der Nachweis dieser Flichengleichheit zeigt, dass beim Verallgemeinern die Beweis-
idee des urspriinglichen Lehrsatzes ihre Giiltigkeit behalten kann. Erinnern wir uns an
den Beweis des Pythagoras, der auf der Flachengleichheit der Kathetenquadrate mit
dem jeweils zugehorigen ‘Hypotenusenrechteck’ (Projektion der Kathete mal Hypote-

nusenlénge) basiert.
==

)
x

18



Diese Vorgehensweise lédsst sich auch auf den Satz des Pappos anwenden. Wir miissen
‘lediglich’ geeignete Hilfslinien einzeichnen. Ein Blick auf die nachfolgende Figur eriibrigt
jede weitere Erlduterung. In Geometriebiichern des 19. Jahrhunderts steht in solchen
Féllen meist das Wort ‘sic’ (siehe)!

A” Bn

Die mathematischen Leistungen des Pappos beschrianken sich aber nicht auf solche
elementare Aussagen. Bemerkenswerte Resultate erzielte er auf dem Gebiet der pro-
jektiven Geometrie (Satz des Pappos) und bei der Berechnung der Volumina von
Drehkérpern. Uber 1200 Jahre vor Paul GULDIN (1577 - 1643) kannte er bereits die
sog. Guldin’schen Regeln.

2.3 Pythagoras — dreidimensional

Von einem Quader schneiden wir durch einen ebenen Schnitt eine Ecke ab. Wird nun
die abgeschnittene Eckenfigur auf die Schnittfliche gestellt, so erhalten wir ein Tetra-
eder, bei dem die sich in der Spitze treffenden Kanten paarweise aufeinander senkrecht
stehen.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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2.3.1 Lehrsatz und Beweis

Diesem rechtwinkligen Tetraeder entspricht in der Ebene das rechtwinklige Dreieck,
und wir kénnen nun versuchen — analog zu dem Satz des Pythagoras in der Ebene —,
einen entsprechenden rdaumlichen Satz zu formulieren. Dazu vergleichen wir zunéchst
die beiden Ausgangsfiguren:

Rechtwinkliges Dreieck | Rechtwinkliges Tetraeder
Dimension 2 3
Zahl der Ecken 3 4
Zahl der Kanten 3 6
“Begrenzungsgebilde” Strecken Dreiecke
Anzahl der “Begrenzungsgebilde” 3 4

Wir iibertragen nun die in der Ebene giiltige, bekannte Aussage in den dreidimensio-
nalen Raum und erhalten zunéchst rein formal den verallgemeinerten “Pythagoras”:

In einem rechtwinkligen Tetraeder ist die Summe der Quadrate der drei
Seitenflachen gleich dem Quadrat der Fliache des Basisdreiecks.

Bei dem nachfolgenden Beweis beachten wir zwei Standardstrategien, namlich:
- Betrachte zunéchst einen Spezialfall,
- wahle fiir die Figur eine geeignete Lage.

Spezialfall bedeutet hier, dass wir erst ein gleichschenklig rechtwinkliges Tetraeder
betrachten. Seine Lage im Raum wird so gewéhlt, dafl die Ecke D mit den drei rechten
Flachenwinkeln den Ursprung eines rdumlichen Koordinatendreibeins bildet.

A

B

Die Léange der Seitenkanten sei x. Dann gilt:

1
Aaasp = Aapep = Aaacp = 51’2-
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Das Basisdreieck ist gleichseitig mit der Seitenlinge /2. Dann ist Axapc = \/‘?Q.
Damit folgt:

AXapp + AApep + Adacp = 1374 = A% ape-
O
Im Unterschied zu dem Spezialfall haben in dem allgemeinen Fall die von dem ‘Koordi-

natenursprung’ (d.h. der Tetraederspitze) ausgehenden Kanten unterschiedliche Lingen
x,1, z. Die Beweisidee bleibt aber dieselbe.

A
b
Z
c
DT y
C
a
B
Die Summe der Quadrate der drei Seitenflichen ist:
1
A% app + Adpep + Alep = 1(55222 + 27y + y*27). (2.1)

Fiir das Quadrat der Fliache des Basisdreiecks erhalten wir mit Hilfe der Heronischen
Dreiecksformel

A% upe = s(s —a)(s—b)(s —c) mitsz%(a+b+c). (2.2)

Fiir die Seiten des Basisdreiecks gilt:
a= \/x2 + 92, b=y>+ 22, c= V22 + 2%

Diese Terme werden in (5.4) eingesetzt, und nach einigen Umformungen bzw. Rech-
nungen erkennt man die Gleichheit von (5.3) und (5.4).
O

Eleganter ist ein Beweis, der bei der Berechnung der Basisdreiecksfliche ohne die Hero-
nische Formel auskommt. Statt dessen bestimmen wir im Basisdreieck ABC' die Hohe
h, durch die Ecke A. Mit h, wird die Projektion von h, bezeichnet. Diese ist gleichzeitig
im ABC'D Hohe durch D.
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b
z
c h,
D y
h; C
a
B
Fiir die beiden Hohen gilt der Zusammenhang:
2 2, .2
hy = h, + 27 (2.3)

Die Fliche des ABC'D bestimmen wir jetzt auf zwei verschiedene Arten:

1 1
AABC’D = §a:y = ihp\/ .1'2 + y2.

Daraus folgt:

Ly
hy = —F——. 2.4
- 24)
Mit (5.5) und (5.6) erhalten wir:
2,2

1——2 1 Ty 1
A upe = ZBC hE = 1(12 + (7;2)(362 ) + 2?) = Z(x2y2 + 2222 4 %2,

Der Vergleich mit (5.3) liefert die Behauptung.

2.3.2 Historischer Exkurs

Erste Uberlegungen und Ergebnisse zu dem dreidimensionalen Satz des Pythagoras
stammen von dem Ulmer Rechenmeister Johannes FAULHABER (1580 - 1635).
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In seiner Schrift Miracula Arithmetica, die 1622 in Augsburg erschien, behandelt er
‘ein Newe Geometrische Inuention, welche aufl der Zahl 666 Calculirt und Demon-
strirt” wird. Fiir ihn stellt 666 eine heilige Zahl bzw. Wunderzahl dar, mit der er sich
in anderen Schriften schon eingehend auseinandergesetzt hat. Hier lédsst sich eine gei-
stige Verwandtschaft zu den Pythagoreern herstellen, fiir deren Weltanschauung die
Zahlenmystik ja grundlegend war. Fiir Faulhaber steckt noch viel “Unerhortes” in der
Zahl 666, wie er weiter schreibt (zitiert nach Wiel):

“Ich hab mir imaginirt ein Pyramidem oder Tetrahedron Irregulare, wel-
cher an der obern spitzen gegen den drey flachen Figuren allenthalben einen
rechten winckel oder 90 Grad hellt, dessen 3 auffrechte seitten jede innson-
derheit 666 Puncten begreiffen.”

Er betrachtet also ein spezielles gleichschenkliges Tetraeder, dessen Kanten von der
Basisflache zur Spitze jeweils 666 Einheiten lang sind. Dann berechnet er ausfiihrlich
das Quadrat der Basisfliche mit dem Ergebnis 147 556 443 852 und anschlieend “den
innhalt der 3 Flechen am auffrechten Kegel”. Das Quadrat betréigt jeweils 49 185 481
284. Erstaunt stellt er fest, dass das Dreifache dieser Zahl mit dem obigen Quadrat der
Basis iibereinstimmt.

Seine mystische Verklarung beziiglich der Zahl 666 hindert Faulhaber aber nicht daran,
zu erkennen, dass sein Ergebnis allgemeiner und nicht von dieser Wunderzahl abhéngig
ist. Denn er schreibt weiter (zitiert nach Wiel):

“Nun hab ich bald im Multiplicieren gemercket, das dises ein General Kunst
sein, und solches in allen dergleich Exempeln angehn miisse, auch die sach
also in der That Just befunden, dann zu gleicher weif3, wie defl Pythagorae
Invention von dem Winckelrechten Triangel Vniuersal, also auch dise in
allen dergleichen Kegelflechen General ist.”
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In seiner Ingenieur-Schul/Erster Theyl (Frankfurt/M. 1630) findet sich eine Aufgabe,
in der aus dem gegebenen Quadrat der Grundfliche einer dreiseitigen Pyramide die
Lange der als gleichlang vorausgesetzten, aufeinander senkrecht stehenden Seitenkan-
ten berechnet werden soll, und zwar ohne algebraische Hilfsmittel. Zur Losung dieser
Aufgabe gibt Faulhaber folgende Anweisung (zitiert nach Hawl):

“...In allen dergleichen Pyramidibus thut das quadrat der areae des Basis,
eben so viel als die 3 gleiche quadrat des Inhalts der drey auffrechten Fle-
chen samptlich. Welche Invention Pythagoras zu seiner Zeit nicht gewust.”

Aus der Formulierung der Aufgabe und der Losungsanweisung geht deutlich hervor,
dass Faulhaber nicht an den allgemeinen Fall, sondern nur an das rechtwinklige Tetra-
eder mit gleichlangen Seiten zur Basis dachte. Einen Beweis seiner Feststellung oder
einen Hinweis, wie er auf dieses Ergebnis gestofien ist, sucht man allerdings in seinen
Schriften vergeblich. Dies schliefit natiirlich nicht aus, dass er einen Beweis — zumindest
fiir das gleichschenklig rechtwinklige Tetraeder — kannte. Auch ein Nachweis fiir das
allgemeine rechtwinklige Tetraeder wére ihm zuzutrauen. Denn er wusste, “wie alle
Triangel (sofern nur die drey Seiten bekandt) Punctlich aufizurechnen seyen”, d.h. die
Heronische Formel zur Berechnung von Dreiecksflichen stand ihm zur Verfiigung.

Der dreidimensionale Satz des Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck mit beliebig

langen Seitenkanten findet sich in den Cogitationes privatae von René DESCARTES
(1596 - 1650):

“In tetraedro rectangulo, basis potentia aequalis est potentijs trium fa-
cierum simul.”

(In einem rechtwinkligen Tetraeder ist das Quadrat der Grundfliche den
zusammengenommenen Quadraten der drei Seitenflachen gleich.)
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Vor dem Beweis gibt Descartes zunéchst zwei Zahlenbeispiele an, bei denen die drei
Seiten der Grundfliche eines rechtwinkligen Tetraeders gegeben sind. Anschliefend
fiihrt er einen allgemeinen Beweis. Die Seitenkanten des Tetraeders werden mit z,y, 2
bezeichnet, die Grundfldche besitzt die Seiten a, b, c. Dann gilt:

1

r = \/—(a2+b2—c2)
2
1

BN rrvvens

2
1
z = \/§(a2+c2 —b?).

Damit erhalten wir fiir die Seitenflichen (rechtwinklige Dreiecke!):

1 1

A = 5T = Z\/b4 —a* — c* + 2a2c?
1 1

Ay = J¥r = 1\/04 —a* — b* + 2a2b?
1 1

A = g%% = Z\/a4 — b — c* + 2b22.

Die Summe der Quadrate ergibt:
1 1
A2+ A+ A = g(a2b2 +a’c® + b°c?) — 1—6(a4 + 0"+ ).

Dies ist gleich dem mit Hilfe der Heronischen Formel berechnetem Quadrat der Grund-
flache.

Descartes weist auch auf die Verallgemeinerung fiir vier Dimensionen hin:
“...er [= der pythagoreische Lehrsatz] 148t sich auch auf den Fall von vier
Dimensionen erweitern; hierbei ist das Quadrat des dem rechten Winkel

gegeniiberliegenden Korpers gleich den zusammengenommenen Quadraten
der vier anderen Korper.”
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Ganz unabhingig von Faulhaber diirfte Descartes wohl nicht zu diesen Ergebnissen
gelangt sein. Von 1618 bis 1623 hielt er sich in Schwaben auf und im Winter 1619/20
hatte er in Ulm (mdoglicherweise) Kontakt mit Faulhaber. Bei dieser Gelegenheit konnte
er von dessen Newen Geometrischen Inuention erfahren haben und diese auf seine
geniale Art verallgemeinert, sowie einen Beweis gefiihrt haben. Denn unter dem oben
genannten Titel Cogitationes privatae wurden undatierte Aufzeichnungen Descartes’
veroffentlicht, die auf die Jahre 1619 - 1621 zuriickgehen. Ob dieser wissenschaftliche
Austausch zwischen Faulhaber und Descartes aber wirklich stattgefunden hat, lésst sich
allerdings nicht sicher belegen. Vielleicht war Descartes sogar fiir kurze Zeit Faulhabers
Schiiler? Alle Zweifel iiber die personliche Begegnung dieser beiden ignorierend, hélt
sich eine Anekdote, nach der Faulhaber so iiber die Genialitat Descartes’ erstaunt war,
dass er ihn mit der Hand betastete, um sich zu iiberzeugen, dass Descartes wirklich
ein Mensch und kein Engel sei.
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